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Hochansehnliche Festversammlung I
In einer weihevollen Stunde wie der jetzigen, in der wir
die Vorfeier des Geburtstages unseres allergnädigsten Landes-
herrn b0gehen, geziemt es sich, den Blick von den Einzelfragen
des Tages zu allgemeinen Betrachtungen zu erheben. Wo aber
fanden wir mehr Anregung als in der Geschichte, welche nicht
nur in der Politik, nein auch in der Wissenschaft die grosse
Lehrmeisterin ist? Davon ist die Mathematik, so sehr auch ihre
Geschichte bisher im Hintergrunde gestanden hat, nicht aus-
genommen; daher möge es mir als Mathematiker gestattet sein,
Ihre Aufmerksamkeit auf einige bedeutsame geschichtliche Tat-
sachen zu lenken und zu erörtern, welche Stellung die Mathematik
im Leben der Völker früher eingenommen hat, und welche sie
jetzt einnimmt.
Anknüpfen möchte ich dabei an einen Vorgang, der sich
in dieser Aula abgespielt hat.
Als im Jahre 1885 am 4. Juli Se. Kaiserliche und König-
liche Hoheit der Kronprinz Friedrich Wilhelm, nachmaliger
Kaiser Friedl'ich, die Hochschule mit Höchstseinem Besuche
beehrte und sich durch den derzeitigen Rektor Herrn Professor
W üllner das Lehrerkollegium vorstellen liess, da sprach derselbe
seine Verwunderung über die grosse Zahl mathematiseher Lehr-
kräfte aus und richtete an mich die Frage, ob denn die Studierenden
einer so schwierigen Wissenschaft auch wirklich zu folgen ver-
möchten, worauf ich mir zu erwidern erlaubte, dass bei richtiger
Darstellung die Mathematik für alle verständlich sei; lächelnd
wandte sich darauf Se. Kaiserliche Hoheit an den Rektor und
sagte: "Wie doch die Welt in allem fortschreitet I"
Seit diesem Tage drängten sich mir oft die beiden Fragen
auf: Ist die Mathematik leicht oder schwer? Wie steht es mit
ihrer Behandlung jetzt und in früheren Zeiten?
Dass die Mathematik, wenigstens in ihrem ersten und
wichtigsten Teile, leicht ist, sollte eigentlich jeder zugestehen,
4bildet doch das Rechnen nebst Lesen und Schreiben den Haupt-
bestandteil des Volksschulunterrichts ; und noch jüngst ward
uns aus Deutsch-Ostafrika die erfreuliche Kunde von dem Eifer,
mit welchem unsere mohamedanischen Landsleute die Regierungs-
schulen besuchen und Lesen, Schreiben und Rechnen lernen.
Freilich ist nicht jeder Junge gleich begabt fürs Rechnen,
daher denn auch der Stolz erklärlich ist, mit dem ein ostfriesischer
Bauer mir einst von seinem Knaben sagte: "He is een _goden
Rekenmester." Sieht man, mit welcher Gewandtheit und Sicher-
heit die Frauen die vielen Zahlen ihrer vVirtschaftsbücher addieren,
wie geschickt sie den Betrag der ausstehenden Rechnungen vom
Bestand der Kasse oder auch umgekehrt zu subtrahieren ver-
stehen, wie ihnen dabei die negativen Zahlen ganz und gar
geläufig sind, so muss man sagen: Das Verständnis für Mathe-
matik ist ein all gern ein e s.
Auch die Geschichte giebt einen schlagenden Beweis
dafür.
Als das Hirtenvolk der ara bi s c he n Beduinen in raschem
Siegeslauf ein Weltreich gegründet hatte und die Abassiden,
welche sich 750 des Khalifats bemächtigten, ihre Residenz nach
dem auf der Stelle des alten Babyion erbauten Bagdad verlegten,
da nahmen sie willig der Örtlichkeit entsprechend indische wie
griechische Kultur an. Um in ihrem grossen Reiche die Steuer-
und Finanzverwaltung zu ordnen und zu sichern, brauchten die
Khalifen das Rechnen und die Geometrie; die Zeitbestimmung
und Astronomie liessen sich in den Dienst des Kultus stellen, und
aus solchen praktischen Gründen übernahm ein Volk, das kurz
vorher noch ein nomadenhaftes Leben geführt hatte, die Pflege
der mathematischen \Vi:;senschaft und erfüllte dabei die Mission,
den Occident mit den Schätzen indischer Weisheit bekannt zu
machen und zu befruchten. Die Geometrie der Griechen, welche
in den Elementen des Euklid einen so klaren Ausdruck gefunden
hatte, wurde den Arabern durch syrische Gelehrte vermittelt;
sie eigneten sich die griechische Geometrie mit Eifer an, konnten
aber keine selbstständigen Leistungen hinzufügen, was wohl an
dem starren, in sich abgeschlossenen Charakter der griechischen
Geometrie lag. Die freien naturgernässen und einfachen Ideen
der Inder in der Arithmetik liessen jedoch eine weitere Be-
arbeitung und Fortentwickelung zu; und auf dem Gebiete der
Algebra, welcher Name sich bekanntlich an arabische Forschungen
5knüpft, entfalteten denn auch die Araber eine bemerkenswerte
Selbstständigkeit.
Aber nicht immer war es so einfach, einern Volke die
Mathematik beizubringen.
Als K a rl cl erG l' 0 S se sein fränkisches Reich hinreichend
gefestigt hatte, da fasste er den gewaltigen Plan, seinem Volke
Bildung zuzuführen; er berief deshalb Mönche von den britan-
nisehen Inseln an seinen Hof, vor allen den Angelsachsen Alkuin,
der seit 782 mit dem grössten Erfolge für die sittliche und
wissenschaftliche Bildung des Klerus und den Unterricht des
Volkes wirkte. Die lebhafte Teilnahme und das persönliche
Eingreifen des grossen Kaisers gaben den Anordnungen Alkuins
einen solchen Nachdruck, dass noch zu Lebzeiten Kaiser Karls
die Wissenschaft spätrömischer Zeit in den gallischen, lothring-
ischen, allemannischen und fränkischen Klöstern als wieder
hergestellt, bezw. neu begründet gelten konnte.
Wegen ihrer Bedeutung für die kirchliche Zeitrechnung,
für die Ordnung der kirchlichen Feste und Kalender wurde
von nun an in den Klöstern nach den ·Werken von Beda Arith-
metik und Astronomie gelehrt; dagegen schenkte man der
Geometrie keine Beachtung, weil sich an diese weder ein reli-
giöses noch ein praktisches Interesse knüpfte, indem die karo-
lingische Zeit von regulärer Grundsteuer und Vermessungen
weit entfernt war. Auch fand nach Kaiser Karls Tode bei der
Ungunst der Zeiten kein Fortschritt statt.
Ein Aufschwung knüpft sich erst an den Namen von
Ger bel' t, der 1003 als Papst Sylvester 11. starb, nachdem er
vier Jahre den päpstlichen Stuhl inne gehabt hatte, und der,
hochgefeiert als Gelehrter und Lehrer auf allen Gebieten da-
maligen Wissens, seine Zeitgenossen durch seine Kenntnisse
und Schriften in Erstaunen setzte. Anregung hatte er erhalten
durch eine Studienreise in die spanische Mark, deren Erfolg er
selbst dahin kennzeichnete, "dass er in der Mathematik genug
wisse, aber sein Wissen in der Logik noch vervollkommnen
wolle."
Arabische Mathematik hat also auf Gerbert eingewirkt;
aber nicht minder eifrig eignete er sich die freilich nur kümmerlich
entwickelte römische Mathematik an; er entdeckte in Italien
die Geometrie des Boethius, aus welcher man nun die ersten
Elemente der Geometrie zu lernen anfing.
6Was aber ganz besonderes Interesse dem Auftreten von
Gerbert verleiht, ist die Einführung des Ab a cu s mit Co I u m n e n
und die von ihm entwickelten Rechnungsmethoden.
Der Gerberi'sche Abacus war eine in Columnen eingeteilte
Rechentafel; die Columnen Arhielten von rechts nach links
Ueberschriften, in sie wurden mittels 9 Zahlzeichen, 0 h ne
An wen dung der Null, die Einer, Zehner, Hunderter u. 8. w.
eingetragen. Gerbert liessdurch einen Schildmacher solche
Tafeln anfertigen; sonst nahm man auch mit bläulichem Staube
bestreute Tafeln, in welche die Columnen mit einem Rohr
hineingezeichnet wurden.
Als grosses Kunststück galt in seiner Zeit das D i v i die ren;
dieses wurde von Gerbert mit der grössten Sorgfalt ausgebildet
und in einer Weise gelehrt, wie sie den damaligen Verhältnissen
entsprach.
Da die Mönche das Einmaleins nicht so wie wir auf der
Schule gelernt hatten und sie dasselbe bis 10 mal 10 nicht im
Gedächtnis festzuhalten vermochten, so richtete Gerbert die
Division nach folgenden Gesichtspunkten ein: er beschränkte
die Anwendung des Einmaleins so weit als möglich, vermied
Subtraktionen und ersetzte sie durch Additionen und liess das
Verfahren ganz gleichmässig ohne jedes Probieren fortschreiten.
Wie es gemacht wurde, ist aus dem folgenden Beispiele
auf Seite 7 zu entnehmen in der von Hermann Hankel
gegebenen Darstellung.
Das Prinzip der Rechnung besteht darin, dass man nicht
mit 6, sondern mit 10 dividiert und dann berücksichtigt, dass
die 10 gegen 6 um 4 zu gross ist. 257 ist der gegebene
Dividend, 6 der gegebene Divisor und 4 seine Ergänzung zu
10. Zuerst wird mit 10 in 200 hineindividiert; dies giebt 2 in
der zweiten Columne; 2 . 4 = 8 wird addiert, weil es zu viel
abgezogen war, wodurch 137 als neuer, zweiter Dividend erscheint,
und nun wird das Verfahren wiederholt. Im ganzen sind sechs
Divisionen auszuführen, deren Ergebnisse die Zahlen 1 und 2
in der zweiten Columne und die Zahlen 7, 3, 1, 1 in der
Columne .der Einer sind und mithin zusammen 42 als Quotienten
liefern, während 5 als Rest übrig geblieben ist.
In einem zweiten Beispiele, wo 26 der Divisor ist, wird
dieser zu 30 ergänzt, also immer mit 30 dividiert; und in einem
dritten Beispiele, das 218 als Divisor nimmt, wird dieser durch
7Hinzufügen von 82 auf 300 gebracht und demgemäss immer
mit 300 dividiert, was wegen der Oolumnen einer Division mit
3 gleichkam.
Ganz leicht fiel die Anwendung dieser Regeln doch gerade
nicht; so heisst es von Gerbert: Regulas dedit, quae a sudan-
tibus abacistis vix intelliguntur, und einer seiner Schüler hebt
ohne Unterlass hervor, quantus sudor in mathesi expensus sit!
Dies wird vielleicht manchem heute ein rrrost sein.
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Die Zahlen und das Rechnen haben überhaupt der Mensch-
heit viel Mühe und Kopfzerbrechen bereitet. Was man heute
fast spielend lernen kann, blieb in früheren Zeiten den Klügsten
verborgen.
Es gab der Schwierigkeiten gar viele zu überwinden.
Die erste bestand darin, die Zahlen übersichtlich zu schreiben;
für uns ist dieses eine Kleinigkeit geworden, seitdem die in-
8dischen Zahlen mit dem Positionssystem und der Null Eingang
gefunden haben, was in Europa um die Mitte des 12. Jahrhunderts
geschah. Dadurch wurden denn auch die Gerbert'schen Rechen-
bretter mit den eingezeichneten Columnen überflüssig.
Weitere bedeutende Schwierigkeiten brachte die .Mangel-
haftigkeit der Auffassung mit sich; und es ist vielfach ergötzlich
zu sehen, welche Hemmnisse durch eine allzu beschränkte und
vorsichtige Art der Zahlenerklärung geschaffen wurden; der
Fortschritt der Zeit bestand nun darin, diese unnötigen Hinder-
nisse durch eine freiere Vorstellung hinwegzuräumen ; doch
geschah dies nur langsam und schrittweise.
Endlich fehlten den früheren Zeiten die heutigen so ein-
fachen Zeichen und Methoden, die gefundenen Sätze darzustellen;
e,ine Regel, welche heute durch eine für die Mathematiker aller
Weltteile verständliche Gleichung ausgedrückt wird, wurde
damals durch langatmige, schwer zu enträtselnde Verse wieder-
gegeben.
Besonders lehrreich ist es, die Hindernisse geschichtlich zu
verfolgen, welche in der u n gl ü c k I ich e n Wa h I des Au s-
ga n g s p unk t es und in der dadurch bedingten Beschränkt-
heit der Auffassung ihren Grund und Ursprung hatten.
Beginnen wir mit den Griechen, so erkannten sie eigentlich
nur den positiven ganzen Zahlen vollständige Existenzberech-
tigung zu. Sie rechneten zwar auch mit Brüchen; aber wie
T l' 0 P fk e in seinem jüngst erschienenen höchst verdienstlichen
Werke sagt, in Wirklichkeit werden diese Brüche von ihnen
nicht als abstrakte, reine Bruchzahlen aufgefasst, soudern mehr
als konkrete Untereinheiten, die in der Einzahl oder Mehrzahl
auftreten, ähnlich wie Unterabteilllngen von Münzen, Maassen
und Gewichten. Brüche werden durch Verhältnisse ganzer
Zahlen ersetzt, deren Verwendung eine hochausgebildete Pro-
portionslehre erforderte. .Mit irrationalen Werten, auf welche
sie bei ihren geometrischen Aufgaben stiessen, verbanden sie
keinen Zahlenbegriff ; so sagt Eu k li d ausdrücklich: "Inkom-
mensurable Grössen verhalten sich nicht wie Zahlen zu einander;"
und auch Diophant (drittes bis viertes Jahrhundert nach
Christus), von welchem rühmend hervorzuheben ist, dass er sich
den Brüchen gegenüber auf einen freieren Standpunkt wie sonst
die Griechen erhebt und dieselben als Wurzeln seiner quadrat-
ischen Gleichungen gelten lässt, verwirft die irrationalen 1,Verte,
9aus welchem Grunde er eine solche Determination einführt,
d. h. die Koeffizienten der Gleichung derartig beschränkt, dass
nur rationale Lösungen auftreten.
Negative Zahlen waren den Griechen ganz fremd. Selbst
Diophant rechnet nur mit Differenzen, die einen positiven Wert
haben, nie mit solchen, bei denen der Subtrahend den Minuend
übersteigt. Er sieht bei seiner Behandlung der Gleichungen
negative Lösungen als durchaus unstatthaft (aovva.6~) an und
schliesst ihr Auftreten durch gfleignete Determination aus.
Was die Null anbetrifft, so blieb sie den Griechen gänzlich
unbekannt.
Merkwürdigerweise sahen sie auch die Eins nicht als Zahl
an. Sie sei als Einheit nur der Ursprung aller Zahlen, aber
nicht Zahl selbst; in einer Zahl müsse immer der Begriff
der Vielheit liegen - so lehren wahrscheinlich bereits
die Altpythagoräer (sechstes Jahrhundert vor Ohr.) und ihnen
nach sprechen alle anderen, welche aus ihren Schriften unmittel-
bar oder mittelbar schöpften, so auch der Römer Boethius und
selbst der Araber Muhammed ibn Musa Alchwarizmi.
Erst spät wurde im Occident die Ein s als Zahl an-
er k a n n t. Ein Hauptverdienst darum hatte Si mon S t e v in,
der 1585 eingehend und mit grossem Aufwand von Dialektik
die Berechtigung der Eins als Zahl zu gelten nachwies.
Länger noch dauerte es, bis die Scheu vor den negativen
Zahlen überwunden wurde; bei der Auflösung von Gleichungen
wurden sie bis in das 17. Jahrhundert hinein nicht geduldet,
vielmehr als surdische, verkehrte Zahlen betrachtet und dem-
gemäss zurückgewiesen; dies bewirkte bei der Lehre von den
Gleichungen ullzählige, lästige Unterscheidungen der Fälle und
hinderte einen einheitlichen Aufbau der Algebra.
In der ersten Hälfte des 17. Jahrhunderts trat nun ein
glückliches Ereignis ein, das ganz von selbst einen Umschwung
brachte und auf den richtigen Weg. führte. Im Jahre 1637
erschien nämlich die Geometrie von Descartes; durch dieses
Werk begründete Dt'scartes die analytische Geometrie, die in
der planmässig rechnenden Behandlung der Geometrie besteht
und dazu die Ooordinaten als Hülfsapparat benutzt. Die Strecken
werden durch Zahlen ausgedrückt und umgekehrt; eine not-
wendige Folge davon war, dass man die Null, die n e gati v e n
und auch die irrationalen Werte als Zahlen gelten
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lassen musste. Demgemäss benutzte Newton in semen Vor-
lesungen die Strecke zur Definition der Zahl, und in gleichem
Sinne sagt Christian von W olff in seinem 1717 erschienenen,
weit verbreiteten Werke Elementa Matheseos universae: "Quid-
quid refertur ad unitatem ut linea recta ad aliam rectam,
numerus dicitur." (Was sich auf die Einheit bezieht, wie eine
Strecke zu einer anderen, wird Zahl genannt.)
Damit war endlich der Bann gebrochen, welcher über
einem Teil der Zahlen geschwebt hatte; langsam war der Gang
der Entwicklung gewesen, bis es, ich möchte sagen, fast plötz-
lich hell wurde, und zwar weil endlich ein geeigneter Aus-
gangspunkt gefunden war.
Dass es bei dem Zahlenbegriff nur auf eine einfache,
natürliche und. vorurteilslose Auffassung ankommt, das zeigt
uns die Geschichte noch ein zweites Mal. Zu einer Zeit, di~
über ein Jahrtausend vor Descartes zurückliegt, hatten sich
bereits die In der zu wunderbar vollkommenen Vorstellungen
emporgearbeitet. Für die Inder hatte die Zahl etwas Heiliges
und Poetisches. Wie liehen Kindern gaben sie den einzelnen
Zahlen die verschiedensten Namen; für die Zahlen 1 und 2
hatten sie mehr als 300 Synonima; unter anderem gebrauchten
sie statt 1 die Wörter Mond, Anfang, Brahma, Schöpfer, Form,
was ihnen bei ihren Dichtungen dann sehr zu statten kam.
Sie liebten insbesondere die grossen Zahlen und drückten durch
sie das Göttliche aus. Während wir nur eigene Vvorte für
Eins, Zehn, Hundert, Tausend und eine Million haben, dagegen
keine für 10000, 100000, 10000000, hat das Sanskrit eigene
Bezeichnungen für alle dekadischen Einheiten bis 1022•
Die Hauptblütezeit der indischen Mathematik fallt in
das 5. und 6. .Jahrhundert nach Christus; als bedeutendste
Mathematiker dieser Zeit gelten Ar y a b hat ta (geboren 476)
und B rah m a gu p ta (geboren 598).
In die Zeit des 5. Jahrhunderts fällt auch aller Wahr-
scheinlichkeit nach die grossartige Entdeckung der Inder, die
Zahlen in der Weise zu schreiben, welche wir alle kennen und
anwenden. Hankel' sagt in Bezug auf diese Entdeckung: "Der
Gedanke, dasli'ehlen von Einheiten einer bestimmten Stufe
durch ein besonderes Zeichen sichtbar zu machen. ist eine jen€f
epochemachenden Ideen, die, wie eine Offenbarung von oben,
nur den grössten Geistern zuweilen eingegeben werden. So
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wurde die Null erfunden; und wenn irgend eine Erfindung
Bcht indischen Charakter trägt, so ist es die, dem Nichts einen
Wert zu geben und durch das Nichtsein erst die Vollendung
des Etwas zu bewirken.
Es gehört das indische Positionssystem in seiner wunder-
bar.en. Einfachheit zu jenen Erfindungen, welche, wenn sie
Binmal gemacht sind, so schnell und leicht in den allgemeinen
Gebrauch übergehen, dass man bald vergisst, wie beschwerlich
und künstlich das frühere Verfahren gewesen ist, und wie nur
Bin Genie im Stande war, eine solche der Natur der Sache
völlig angemessene Idee zu fassen. Nur an der Hand der
Geschichte können wir uns heute die Grösse dieser Idee an
und für sich vergegenwärtigen; ihr praktisch grosser Erfolg
liegt jedem Auge offen da."
Ich möchte noch hinzufügen, dass wohl auch diü bekannte
Vorliebe der Inder für das Nichts und das Nichtsdenken mit
ihrer Stärke in der Mathematik zusammenhängt; denn nach
der Concentration des Denkens, wie sie von der Mathematik
gefordert wird, folgt von selbst eine Abspannung, während
{}eren das Nichtsdenken die grösste Wohltat ist: der durch eine
solche Ruhe und Vergessenheit gestärkte Geist findet dann oft
spielend das, was er vorher in angestrengter Arbeit nicht zu
ergründen vermochte. Hieraus folgt für den Unterricht die
goldene Regel, dass in keinem Fache so sehr wie in der
Mathematik die Ueberanstrengung des Geistes zu vermeiden
ist, ferner dass neben der strengen Deduktion und logischen
Begründung auch kurze Andeutungen, Winke und Hinweise den
Unterricht beleben sollen, um so mehr, als das selbstständige
Lösen mathematischer Aufgaben, vielfach dem Raten von
Rätseln gleichend, glücklicher Eingebungen bedarf.
Diesen, man könnte sagen, naiven Standpunkt nahmen
auch die Inder ein; und darauf beruhten ihre Erfolge. Vor-
urteilslos und sorglos rechneten sie wie mit der Null, so auch
mit negativen, rationalen und irrationalen Zahlen, lehrten, dass
negativ mit negativ multiplicirt positiv giebt, betrachteten
Gleichungen mit mehreren Unbekannten, die sie durch Farben
von einander unterschieden, lösten in der unbestimmten Analytik
so schwierige Aufgaben, wie diejenige ist, welche man im
Occidente später als Pell'sches Problem bezeichnete, und ent-
wickelten für algebraische Untersuchungen ein rralent, welches
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um nichts geringer ist, als das der Griechen für geometrische
Forschung.
Auch in der Geometrie gingen die Inder durchaus selbst-
ständig vor, indem sie ihrer Anlage gemäss die unmittelbare
Anschauung vor der logischen Deduction bevorzugten. Sehr
deutlich tritt rlieses in ihren Beweisen für den Satz hervor,
welcher uns allen als der pythagol'äische Lehrsatz bekannt ist.
Einer der indischen Beweise für den Pyth agoras bestand einfach
in der nebenstehenden
Zeich~i:g~lan sieht, ist \
in dem Quadrate über der .
Hypotenuse das recht- \ ~
winkelige Dreieck vier- ~ .
mal derartig eingezeich-
net, dass in der Mitte ein Quadrat übrig bleibt; die Seite dieses
Quadrates ist gleich der Differenz der beiden Katheten. Eine
zweite Figur daneben zeigt die vier Dreiecke in Form zweier
Rechtecke zusammengelegt und daran das eben bezeichnete
Quadrat; man erkennt leicht, sobald man die eine Seite dieses
Quadrates verlängert, dass die zweite Ii'igur die beiden Katheten-
quadrate enthält. Der indische Verfasser zeichnet aber diese
Hülfslinie gar nicht hinein, sondern begnügt sich, ein"S i ehe"
unter die Zeichnung zu schreiben, die nähere Beweisführung
der Anschauung des Lesers überlassend.
Von der indischen Wissenschaft drang nun einTeil auch
zu anderen Völkern. Höchst wahrscheinlich ist, dass Diophant
aus indischer Quelle geschöpft hat. Wie die Araber indische
und griechische Mathematik gleichzeitig aufnahmen und weiter
trugen, ist bereits geschildert worden.
Was nun die Jet z t z e i t anbetrifft, so verdankt sie gewiss
viel der Vergangenheit. Aber wenn sie ihr Lehrgebäude aufrichtet,
was ja jedem einzelnen Lernenden gegenüber geschehen muss, so
nimmt sie keine geschichtlichen Rücksichten; viel-
mehr sucht sie nach dem allereinfachsten Ausgangspunkte, der
in das Wesen der Sache führt, damit dann der eigentliche
Charakter unserer Wissenschaft, welcher in durchsichtiger
Klarheit und Selbstverständlichkeit besteht, möglichst rein her-
vortrete. Unnötige Fesseln und Beschränkungen vermeidend,
lässt man insbesondere der Zahl die nötige Freiheit; wir gehen
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noch weiter al:3 die Inder, indem wir uns ern Zahlenbegriff
weit genug fassen, so dass auch V=-1 eine Zahl wird, und
haben davon den grossen Gewinn einer in sich vollendeten
und abgerundeten Algebra und I~'unctionehtheorie.
Bisher habe ich von der elementaren Mathematik ge-
sprochen; wenden wir uns jetzt zu der sogenannten h ö her e n.
Dieselbe ist verhältnismässig jung, datirt sie doch erst aus den
Zeiten von Ne w ton und Lei b ni t z, also aus der zweiten
Hälfte des 17. Jahrhunderts.
Newton und Leibnitz fanden einen wohl vorbereiteten
Acker vor, in welchen ihr Genius nur das passende Samenkorn
zu legen brauchte, um einen Baum entstehen zu lassen, der
mit seinen schnell sprossenden Zweigen die ganze wissen-
schaftliche Welt umspannte und im Laufe dieser 21/ .. Jahr-
hunderte unaufhörlich reiche und köstliche Früchte gezeitigt
hat. Durch Descartes, den Vater der analytischen Geometrie,
war 1637 der Boden für allgemeine Untersuchungen von Curven
und Flächen geebnet worden; insbesondere war für das
Tangentenproblem die Bahn eröffnet, und dieses Problem, an
welchem sich die scharfsinnigsten Köpfe damaliger Zeit ver-
suchten, drängte ganz von selbst zur Aufstellung neuer Begriffe,
deren Kern das von dem grossen Leibnitz eingeführte Diffe-
rential war. Dieses Differential nun, so klein und winzig es
auch erscheint, ist der Stolz und das Entzücken des modernen
Mathematikers; und 8S ist für den Lehrer an einer technischen
Hochschule ein Hauptteil seiner Aufgabe, seine Schüler in das
eigenartige Wesen dieser kleinen und doch so riesenstarken
Grössen einzuführen.
Da handelt es sich nun vor allem um den richtigen Aus-
gangspunkt.
Heutzutage ist man sich völlig im Klaren darüber, dass
es nur ein engeeigneten Zugang zur höheren Mathematik giebt.
Für ihre Hauptaufgabe, die Beziehungen zwischen mehreren
mit einander sich ändernden Grössen darzustellen, braucht sie
einen neuen Begriff, den des Grenzwertes; dieser trägt ihr
ganzes Gebäude und giebt der höheren Mathematik ihr eigen-
tümliches Gepräge im Gegensatze zur elementar8n.
Der Grenzwert ist nun ein ungemein einfacher Begriff,
wenn ich auch nicht versuchen darf, ihn heute für diejenigen
von Ihnen, welche denselben noch nicht kennen, zu entwickeln;
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ich muss ihn vielmehr bei seiner Besprechung als etwas Bekanntes
voraussetzen.
Eine Hauptsache für den Lernenden ist, dass er von vorn-
herein die ganze Bedeutung des Grenzwertes erfasst; er muss
sofort einsehen, dass der Grenzwert gar nicht vorhanden zu
sein braucht, dass es vielmehr bei dem betrachteten Änderungs-
vorgange etwas ganz Besonderes und Höchstwichtiges ist, wenn
er da ist, dass es bei der Existenzfrage auf die Anfangswerte
gar nicht ankommt und dergleichen mehr; für die Divergenz
und Konvergenz der einfachsten Reihen als
1 ]+1-1+
1+~+~+~+~+
2 3 4 5
l+~+l+~+ ..
248
1-~+~-~+-
234
und für die geometrische Reihe, welche nachher als Vergleichs-
objekt so häufig gebraucht wird, muss er seinen Blick so
schärfen, dass er ohne Zögern das Richtige sieht. Wer sich
diese einfachen Tatsachen gleich im Anfang aneignet, der hat
für sein späteres Studium viel gewonnen und einen Vorsprung
vor denen, die es nicht tun.
Wie wichtig und unentbehrlich der Grenzwertbegriff ist,
kann dem Anfänger überzeugend am Begriff der Geschwindig-
keit beigebracht werden; diese ist, etwa am Beispiel des freien
Falls zu Beginn einer bestimmten Sekunde, als derjenige Wert
zu erklären, welchem die mittlere Geschwindigkeit für ein immer
kleiner zu nehmendes Zeitteilchen zustrebt.
Nach genauer Feststellung, was der Mathematiker unter
Geschwindigkeit zu verstehen hat, bietet es keine Schwierigkeit,
die Ableitung und im Anschluss an diese die Differentiale ein-
zuführen.
Die Bedeutung des Differentials dy wird dabei darin erkannt,
dass bei kleinen Änderungen dy den Hauptbestandteil von fj, y
darstellt, und dass dieses dy sehr viel leichter als das kompli-
zierte 6. y nach ganz einfachen Regeln zu finden ist. Das
Differenzieren erweist sich als eine der am schnellsten und
bequemsten auszuführenden mathematischen Operationen.
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So zeigt es sich, dass die Differentialrechnung vorzüglich
zum Vortrag geeignet ist, indem ihr eine wunderbare Einfach-
heit und Einheitlichkeit innewohnt; die Hauptschwierigkeit bleibt
für den Anfänger immer, das Differential begrifflich richtig auf-
zufassen. Die Auffassung des Differentials ist nämlich darum
schwierig, w2il beim Grenzübergang immer Teile von t::. y,
freilich die schliesslich unwesentlichen 'reile weggelassen werden,
und es sich mithin vor dem Grenzübergange um fortwährende
Verwechselungen und Vernachlässigungen handelt.
Im weiteren Verlaufe der Darstellung wächst das Differential
zu immer grösserer Bedeutung empor. In der Geometrie wie in
der Mechanik giebt es viele Grössen, deren Bestimmung nur
mit Hülfe ihres Differentials gelingt; zum Beispiel die Länge
eines Curvenbogens, der Inhalt eines krummlinig begrenzten
Stückes der Tafel, die Masse, das Trägheitsmoment eines homo-
genen oder nicht homogenen Körpers sind derartige Werte,
welche selbst der mathematischen Behandlung fast unzugäng-
lich sind, während ihr Differential mit leichter Mühe aufgestellt
werden kann. Das Differential ist dann also bekannt; daraus
die Grässe selbst zu bestimmen, das bildpt nun die Aufgabe
der Integralrechnung. Es ist zuerst auffallend und fast wunder-
bar, dass dy, obwohl es nur einen Teil von I:::,. y vorstellt, den-
noch die Grässe y zu bestimmen vermag; und doch ist es
glücklicherweise so 1 Also die Kenntnis von dy genügt zur
Ermittelung von y.
Noch wunderbarer und einschneidender ist es, dass die
Naturgesetze, auf welche Mechanik und Physik nach unseren
bisherigen Beobachtungen hinweisen, die Differentiale zum Aus-
gang nehmen und auf diese sich beziehen. Erschien uns dy bei
seiner Einführung nur deshalb von Bedeutung, weil es der
Hauptteil von /:::,. y war, so werden wir jetzt vor die erstaunliche
Tatsache gestellt: Der Teil erweist sich wichtiger als das
Ganze; nur um dy handelt es sich bei den Naturgesetzen und
nicht um I:::,.y.
Um dieses an einem Beispiele zu veranschaulichen, wollen
wir zusammen die Bewegung der Erde um die Sonne betrachten.
Zu einem bestimmten Zeitpunkte, etwa dem gegenwärtigen, in
welchem wir die Betrachtung anstellen, hat die Erde eine be-
stimmte Stellung zur Sonne, und ausserdem besitzt sie eine be-
stimmte Bewegung; nun übt in diesem Augenblicke die Sonne
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einen Ruck auf die Erde aus und lenkt die Erde aus ihrer
Bahn, die ohne das Eingreifen der Sonne eine gradlinige werden
würde, nach sich zu ab; die Richtung und Grösse des Ruckes
ergiebt sich aus dem Newton'sehen Gravitationsgesetze. In einem
darauf folgenden Augenblicke hat die Erde bereits eine andere
Stellung zur Sonne angenommen; ihr Abstand und die Richtung,
in der sie steht, haben sich geändert, folglich findet in diesem
zweiten Augenblicke auch ein Ruck von anderer Grösse und
anderer Richtung als im erstbetrachteten Zeitpunkte statt. Das
Newton'sehe Kraftgesetz kann sich daher nur auf einen Mo m e n t:
auf die Vorgänge in einem Zeitpunkte beziehen. Dieses aber
entzieht sich unserem Vorstellungsvermögen. Unserer Beobach-
tung und Auffassung sind nur die Veränderungen zugänglich,
welche sich in endlichen Zeiten vollziehen; wir können zwar
ein kleines ZeiUeilchen ins Auge fassen, vielleicht eine Stunde,
eine Sekunde, 1{10 Sekunde oder gar nur 1{100 Sekunde; immer
aber besteht dieses Zeitteilchen aus unzähligen Zeitaugenblicken,
und in diesen Zeitaugenblicken ist die Stellung der Erde zur
Sonne jedesmal eine andere. Uns bleibt nichts anderes übrig,
als von den Veränderungen in einer endlichen Zeit ausgehend
Grenzbetrachtungen anzustellen, und was sich dabei dann für
uns an der Grenze ergiebt, das ist für die Natur gerade umge-
kehrt das, vovon diese ausgeht, wofür ihr Gravitationsgesetz gilt.
Und so ist es überall. Die Einwirkungen der Körper-
und Aetherteile aufeinander sind momentan; von Augenblick
zu Augenblick wirken sie ihrer gegenseitigen Lage und ihrem
Zustande entsprechend auf einander; und weil es sich daher
stets nur um einen Augenblick handelt, welcher mathematisch
nicht anders als durch Vermittelung von Grenzbetrachtungen
erfasst werden kann, so vermag man auch jene Einwirkungen
nur durch Dif ferentiale darzustellen, durch die Grössen d,
während die endlichen Differenzen t::. auf diesem Gebiete ganz
und gar zurücktreten.
Dafür giebt es nun aber andere Untersuchungen, welche die
Grösse 6. y wieder mehr in den Vordergrund treten lassen und für
t::. y eine genauere Darstellung als bloss durch dy verlangen.
Wir kommen damit zu einem Punkte, an dem sich die einfache
Natur der höheren Mathematik in ihrer ganzen Grösse und
Erhabenheit offenhart.
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Nämlich eine wunderbare Mannigfaltigkeit von Betracht-
ungen, eine Fülle von köstlichen Anwendungen ranket sich
anmutig um einen und denselben Pfeiler, um einen Satz von
geradezu märchenhafter Schönheit. Dieser Satz ist in allen
Weltteilen unter dem Namen des 'faylor'schen Satzes
bekannt und lautet in seiner einfachsten' Form:
Er besagt: will man bei Betrachtung von nicht ganz mehr
kleinen Aenderungen 6.y genauer als durch dy darstellen, so
füge man gewiE'se aliquote Teile der Differentiale höherer Ord-
nung hinzu.
Dieser Satz ist nun für den Praktiker wie für den Theo-
retiker gleich wertvoll. Der letztere findet Gelegenheit zu den
tiefsinnigsten und schwierigsten Untersuchungen, indem er die
Voraussetzungen des Satzes und das Restglied Rn näher prüft;
der Praktiker - und zwar rechne ich hier zu den Praktikern
nicht nur die Ingenieure, sondern auch die Naturforscher und
Astronomen -, der Praktiker also erfreut sich mehr an der
einfachen Gestalt des Satzes und an einer anschaulichen Be-
gründung desselben; vor allem aber wendet er ihn gern und
sorglos an, ohne sich viel um das Ergänzungsglied Rn zu be-
kümmern, und fährt unter gewöhnlichen, normalen Verhält-
nissen auch gut dabei: da ihm eine experimentelle Nachprüfung
des Resultates möglich ist, so genügt für ihn ein solches
Verfahren.
Um nun einige Gebiete anzugeben, welche durch den
Taylor'schen Satz beherrscht werden, nenne ich: Maxima und
Minima, unbestimmte Formen, Krümmung von Curven und
Flächen, Reihenentwickelungen, Auflösung von algebraischen
und transcendenten Gleichungen, Integration von Differential-
gleichungen.
Auf diese Weise bildet der Taylor'sche Satz den Faden,
welcher sich durch eine Vorlesung über höhere Mathematik
hindurchzieht ; die Vorlesung gewinnt durch ihn Zusammen-
hang und Uebersichtlichkeit.
Aus den angestellten Betrachtungen dürfte hervorgehen,
dass die höhere Mathematik infolge der Allgemeinheit ihrer
Sätze und Methoden zum Studium für unsere Studierenden
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durchaus geeignet ist; bestätigt wird dieses durch langjährige
Erfahrung, indem der mathematische Eifer unserer Studierenden
wirklich alle Anerkennung verdient, ist doch der Procentsatz
derer, die aushalten und Übungen mitmachen, kein geringer.
Leider ist aber die für die Mathematik zur Verfügung
stehende Zeit knapp, der Stoff überreichlich.
Dankbar würde die Hochschule den Gymnasialanstalten
sein, wenn diese eine Entlastung herbeiführen wollten, was in
erster Linie durch Übernahme der Elemente der an a I yt i s c h e n
G e 0 met I' i e geschehen könnte. Der Gymnasialunterricht selbst
würde dabei nur gewinnen, mit wenigen Worten möge dieses
erläutert werden.
Weil in der analytischen Geometrie Rechnung und An-
schauung in schöner Vereinigung sich gegenseitig stützen, fördern
und beleben, so bietet sie für die AlgAbra in unerschöpflicher
Fülle Aufgaben, welche eine anschauliche Bedeutung zulassen
und daher geeignet sind, das räumliche Anschauungsvermägen
auszubilden.
Ich erwähne nur, was sich alles an eine Gleichung wie
y2 = 2p x
anknüpfen lässt, indem ich darauf hinweise, dass die ganze
Geometrie der Parabel wie die der parabolischen Cylinderfläche
in dieser unscheinbaren Gleichung enthalten ist und daher allS
ihr hergeleitet werden kann.
Um die räumliche Anschauung zu wecken und zu stärken,
könnte ein Teil der Unterrichtsstunden in den höheren Klassen
zu Demonstrationen an Modellen und zum selbstständigen An-
fertigen solcher Modelle. verwandt werden. Auf diese Weise
wäre es möglich, die Lagenverhältnisse von Geraden im Raume,
Drehungsvorgänge, die Enstehung geradliniger Flächen, das
Auftreten von Sattelflächen, ebene Schnitte von Kegel- und
anderen Flächen, Projectionen usw. in zwangsloser und an-
regender \Veise vor Augen zu führen. Die Mathematik bliebe
dann nicht mehr reine Gedankenarbeit, sondern erhielte zugleich
einen praktischen, technischen Inhalt. Nicht minder ist dieses
Vorgehen auch für unsere technischen Hochschulen zur Belebung
des mathematischen Unterrichtes zu empfflhlen, zumal da ja
jetzt der Zug der Zeit überhaupt dahin geht, dass man die un-
gewandte Mathematik mehr pflegen will.
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AusseI' dem so bedeutsamen Gewinn, in der Jugend recht-
zeitig das Anschauungsvermögen auszubilden, würde die Auf-
nahme der analytischen Geometrie in die Schule von selbst
noch einen zweiten Erfolg bringen.
Das verkehrte Verfahren, bei Gleichungen immer von den
Unbekannten zu reden, würde von selbst aufhören und einer
richtigen Auffassung Platz machen. Der Begriff der Lösung
einer Gleichung gehört an die Spitze, sodann die Erklärung:
Jede Gleichung bedeutet den Inbegriff ihrer Lösungen.
Nach dem bisherigen historisch übernommenen Verfahren
fällt es dem Schüler schwer, bei einer Gleichung wie x 2- 5 x
+ 6 = 0 oder y2 = 2p x sich irgend etwas vorzustellen, weil er
nur nach Unbekannten sucht und ihm daher alles unbekannt
erscheint. Es bleibt ihm fremd, dass die erste Gleichung ein
Zahlenpaar, nämlich das Paar der Zahlen 2 und 3, einführt und
vorstellt, und dass die zweite Gleichung den Inbegriff aller
Zahlenpaare x, y, welche die Gleichung erfüllen, bedeutet. Diese
einzig naturgemässe Auffassung ist aber ein unbedingtes Er-
fordernis der analytischen Geometrie und würde mit dieser von
selbst ihren Einzug in die Schulmathematik halten.
Die Betrachtungen, die wir eben über Gleichungen und vorhin
über den Zahlbegriff angestellt haben, zeigen, von welcher Bedeu-
tung die Wahl des Ausgangspunktes ist, wie viel auf eine richtige
Erklärung ankommt.
Einfachheit der Begriffe und Grundsätze sind aber nicht
nur in der Mathematik das erstrebenswerte Ziel; nein, auch im
Leben des Einzelnen, der Parteien und der Völker sind sie ein
Haupterfordernis.
Glücklicherweise haben wir jetzt in Deutschland ein fa c h e
Ver h ä 1t ni s s e. \Vährend ill~ Geburtsjahre unseres Kaisers
die politische Lage des deutschen Vaterlandes eine durchaus
unklare war, erfreuen wir tins jetzt des wiedererstandenen
Kaiserreiches, das auf einfacher Grundlage aufgebaut ist, lediglich
auf der Basis die deutschen Interessen zusammen zu fassen
und zu schützen. VVohin die geschichtliche Entwickelung vieler
Jahrhunderte hindrängte, das hat sich zu unseren Lebzeiten
vollzogen, die Einigung Deutschlands unter Preussens Führung.
Voll Vertrauen können wir zu unserem Kaiser emporblicken.
Noch ist mächtig in uns der Eindruck, welchen seine mann-
hafte Gestalt, sein entschlossener, leuchtender Blick auf uns in
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diesem Sommer gemacht hat, als Se. Majestät unsere alte
Kaiserstadt Aachen durch Höchstseinen Besuch erfreuten. Dass
Preussen und Deutschland allen Grund haben, auf einen solchen
Herrscher stolz zu sein, fühlte ein jeder. Unser Kaiser
Wilhelm H. ist ein echter Hohenzoller; seine Vorbilder sind
die Ahnen: der Grosse Kurfürst und Friedrich der Grosse;
Bismarck war sein Lehrer in der Politik; da können wir sicher
sein, dass die einfachen und richtigen Grundsätze, welche das
Wesen der Politik der Hohenzollern ausmachen, von ihm hoch-
gehalten und kraftvoll ausgeführt werden. Vertrauen wir auf
ihn und freuen wir uns seiner 1 Danken wir ihm für das rege
Interesse, den nachdrücklichen Schutz, welchen er allen materi-
ellen und geistigen Bedürfnissen seines Voll(es angedeihen lässt.
Wenn irgend etwas in der Welt einem guten Deutschen
klar ist, so ist es, dass er seinen Kaiser zu lieben, zu verehren
und ihm in unverbrüchlicher Treue zu folgen hat. Welch ein
zauberhafter Klang wohnt allein in dem Worte "Deutscher
Kaiser", dem Inbegriff der Einheit, Macht und Grösse des
deutschen Vaterlandes? Deutschland will und braucht einen
kraftvollen Kaiser; es hat das Glück, einen solchen zu besitzen.
Herzerfrischend und herzerhebend wirkt die kraftvolle Er-
scheinung unseres Kaisers. Drum treu und fest zu einander
halten: das ist die erste und schönste Aufgabe, welche dem
Kaiser und seinom Volke vorgezeichnet ist.
Um nun unseren Gefühlen der Dankbarkeit und Verehrung
Ausdruck zu geben, bitte ich Sie, verehrte Anwesende, mit mir
einzustimmen in den Ruf:
Seine Majestät, unser allergnädigster Kaiser
und König, Wilhelm II., lebe hoch! hochl hochl
.......
